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I'maBa 1

YBOJ

Bekosuma nakon mro je byt dbopmysmcao cBojy Teopujy rpaBuTaliuje u Tpu 3aKOHA
JIMHAMUKE, CMaTpaJio ce Jla ce CBe mojaBe y ¢dusuim mMory omnucaru y3 momoh mwux. Wnax,
cpeaumHOM 19. Beka 1odesiu Ccy Jia ce jaB/bajy IpoOJieMu, Hajupe ca MaKCBeIOBOM TEOPHjoM
enekTpoMarnerusma u3 1865. rogune. Fberosa teopuja je npeasubhasia jia CBETIOCT IIPOITAri-
pa KOHCTAHTOM Op3WHOM 0e3 003upa Ha WHEPIMjaJTHU CUCTEM Yy KOM ce oHa omnaxka. OBo je
noTBpheHo u ekcrepuMeHTOM Koju cy u3Besn Majkescon u Mopsu 1887. ronune.

Hayuna jaBaOcT je Ouita 110/1e/beHa OKO UMILIMKAIja OBe Ynibenutie. Behuna je rmocrtym-
paJjia IoCcTojare empa, MaTepuje Koja NCIyHhaBa 11e0 YHUBEP3YM U KOja CIIy?KU Kao MeJIUjyM
3a MMPOCTUpahe eJIEKTPOMarneTHUX Tajaca. MehyTuMm teopuja erpa HEje MOTJIa aJIeKBATHO J1a
objacHU pesystaTe ekcrepumMmenara. Permeme mpobsieMa goa3u ca AJHITITajHOBOM TEOPUjOM
crienimjasae pesaarusaoct (CTP). [Tocmenure oBe Teopuje jecy /1a JKUBHUMO y I€TBOPONMEH-
3UOHAJTHOM TIPOCTOPY, IJIE je BpeMe 4YeTBpTa KOOpJIMHaTa Koja ce, 3a pasjimKy oji FbyTHose
Teopuje, He MOYKe OJIBOjUTH OJ1 Tpu crnarujaine koopgauaare. Oamax nakon CTP-a, Ajamraju
je mokytao Jia ybaru rpaButaiujy y cBojy Teopujy. VcmocraBmio ce jia 0BO HUje JIaK 3a/1-
aTak 1 Jia 3aXTeBa JajeKo Behn MaremMaTndku amapat, Tako ja AjHInTajH objaBibyje OIIITY
reopujy pesraruHoctu (OTP) Tek 1916. roxuue.

OTP je no nanac HajTagHUja TeOpUja rpaBUTAIlAje, HA jejlaH eKCIIEPUMEHT HEje YCIeo Jia
oroBprHe mene pesyiarare. [IlTa Buiire, 6pojHa Teopujcka npeiBuharma 0Be Teopuje Cy KacHuje
norephena (1pHe pyrie, rpaBuTaIMOHN Tasacy...). Takohe je cmMaTpaHa jeTHOM OJ1 HAjJIEIuX
Teopuja y (pU3HUIM MaAKO je OJI CBOI' HACTAHKa HamJa3ujia Ha MHore kputuke. Mmak, Kkao u
cBaKa TeopHja MMa CBOje MaHe, 0/ KOjuX je HajBeha mheHa HeCIOjUBOCT ca JIPYTOM aKTyeTHOM
rpaHoM (bu3nKe, KBAHTHOM MEXaHUKOM. Bemkn Hamopu ¢y HauWmeHU jorn o 30-1uX TouHa
IIPOIILJIOT BEKA JIa Ce OBe JIBe Teopuje yjejanne, MehyTuM Oe3yCIenno u oBaj 3a/IaTak je JaHac
jesaH oj1 HajTeXKUX U HAjaKTyeJHUjuX y (DU3UIM.

[Toctoje pa3zuu nmpuctyu oBoM IIpobJseMy, oJ KOjux je HajuHTepeCaHTHUJU 3a OBaj paJl,

MoJiesT TpaBuTarje y Tpu aumMensuje. To je mokymaj ga ce OTP carena y ciaydajy mambe



JUMEH3H1ja, U3 Pas3Jiora IITo je PadyH JIAKIIN, a MOr'y ce TOByNK aHajIoruje ca 9eTUpy JIUMEH-
suje. Llnsb oBOr pajia jecre Ja ce U3ydn jeJHO CIEINjaHO pelrehe AJHINTajHOBUX jeTHAYNHA

y Tpu qumensuje, BT3 npra pyma, Hazsano Tako mo ayropuma Banados, Teitelboim u Zanelli.



I'1aBa 2

OcuoBe OTP

2.1 TIloctrynarn

Crenujasina Teopuja peJaTUBHOCTH Ce U3ydaBa y PeJOBHOj HacTaBu MaremMaTuike rum-
nasuje. [loznaro je ma je mocsieuiia oBe Teopuje Ta ja ce HU jeJHa nndopMalja He MO¥XKe
MPEHOCUTH OpzKe O] CBETJIOCTU, OBO OM TpebaJio Jia BaxKu 3a CBe (pyHIaMeHTasHe MHTEePaK-
";]2\4 npuMeruhemo Jia

oBaKBa (popMyJalrja J03B0/baBa UCTOBPEMEHO JIe/I0Babe Ha Ja/buHy 0e3 003upa Ha TO KO-

mje. Ako ce caj npucerumo HbyrHoBor 3akona rpasutanuje F = G

JINKO Cy JiBa o0jeKTa yjaajbeHa. AJHINTaHjy je OBO Ja/0 MOTHUBAIH]y 3a (hOPMYJIHCAEe HOBE
Teopuje IpaBUTAIA]e.

JoII je/THO 3aHUMJBUBO IHTAILE je OUJI0 aKTYeJIHO Yy (DU3UIU Y TO BPEMe, a TO je €KBU-
BaJIeHITVja WHEPIMjaTHe U IPaBUTAIIOHE Mace Tesa. HanMe 3a Te10 y TpaBUTAIMOHOM TOJBY
Mmy

r2

TeJIa Oda pearyje Ha I'paBAUTallUOHO II0JbE, a 7711; O3HaYaBa OTIIOPHOCT TeJla Ha y6p3a}be. Osa

Baxku pesanyja G = m,a, TJe M, O3HadaBa I'DaBUTAIMOHY Macy TeJja Tj. CIOCOOHOCT
JIBa CBOjCTBA TeJjia 3BydYe IOTIIYHO JIpyraduje W OIHCYjy JBa Jpyradnja (hu3ndka KOHIIEITa,
a WaK nx 0e3 o03mMpa Ha TO yBEK mM3jeaHadaBaMo. AJHIITAjH je cMaTpao Jia OBO HE MOXKe
O6uTH caMo IyKa CJIyIajHOCT. AKO y3MeMO Jla Cy WHepIjaIHa U IPaBUTAIOHA Maca jeJTHAKe,
TO OM 3HAYUIIO JIa CBAKO TEJIO Y 'PABUTAIIMOHOM T10JbY oceha ucro yop3ame, JJaKje CBako Ipe-
Jla3u UCTY TPajeKTOPHUjy aKO MMa MCTy Op3UHY U MO3UIU]y y HOYeTHOM TpeHyTky. I3 oBora
CJIe/TN J1a, je TpajeKTopHja Teja OImnucaHa MIPOCTOPOM y KOMe ce OHO HaJIa3’ IIPe HETO HerOBUM
ocobmrama. OBJie YBOIMMO TEPMUH 2€00e3uka KOjU y MaTeMaTHIM O3HadaBa Hajkpahm myT
u3Mehy JiBe TavuKe y JATOM IIPOCTOPY. 3& paBaH JBOJIMME3NOHAHU IIPOCTOP OBO je jeTHOCTAB-
HO IIpaBa JIMHK]ja, JIOK cy 3a cdepy To Besuku Kpyrosu. [Ipsu ocnosuu npuniun OTP ce 30Be
XHuroresa reojie3uka u riacu: Caob6odio meao y npocmop-epemeny ce kpehe no zeodezury, rje
je c1oboTHO TeJI0 OHO Ha Koje He Jieyjy cuie. JIpyru OCHOBHU MPUHITUI jeCTe TPUHITAI €KBH-
BaJIeHIIje KOjU KaxKe JIa je CUCTEM Y I0Jby T'PaBHUTaIlje yOp3amha ¢ eKBUBAJCHTAH OHOM KOjH

y Hpa3HOM CcBeMUPY yOp3aBa uctum yopsamem g. Ha j1a/b0j uMIIMKaIjn oBUX NPUHIIATIA CE



HeheMo 3aap:KaBaTi, OUTHA CYy HaM caMO KOHIIENIT Ie0/Ie3MKa U UNHEeHUIA KOja KaxKe Ja je
rpaBHUTAINja HUIITA JPYTO JI0 3aKPUBJ/bEHHE IIPOCTOP BpeMeHa. 10 IITO je IPpOCTOp 3aKPUBJHEH
3HaYM Jla T'a He MoxkeMo onucatu /lekaproBum Koop uHaTaMa Beh HaMm Tpedajy 3aKpUB/bEHE

KoopJuHaTe U HOBU MaTeMaTH4YKHN aJiaT KOjI/I hemo Ca/la YBECTH.

2.2 Mertpuka

¥ Eykinjickoj reomeTpuju pacrojame udMehy jiBe Tauke y N-IUMEH3MOHAJHOM IIPOCTOPY

ce pauyHa 1o cienehoj dopmyin:
n

ds® =) (da')” (2.1)

=1

OBo sipyraunje MOXKEMO 3aIliCaTH Kao:
ds® = 6, dr"dx" (2.2)

I'ne je 6, jemunmuna nmu Kponekep-/lenra marpuna. [Ipumernmo na jenmaunna 2.2 e ca-
JIDKHU CyMe, TO je W3 pasJjora IMTo 1o AjHINTAjHOBOj KOHBEHIIUjU, KaJia T'OJ UMAMO HUHJIEKC
y cynep- u CyOCKpHUIITYy, cyMa IO IeMy ce Tojipa3ymeBa. Pacrtojame u3mely sBe Tadke je
WHBapHUjaHTa y OHOCY Ha TpaHchopmaiuje Koopanunata. Ako ce npucernmo CTP-a, pera-
TUBUCTUYKHA WHTEPBAJ je BeJIMINHA KOja je Takohe MHBapujaHTa Ha TpaHc(OPMAI)y KOOp-
JIMHATA, TAKO Jla MO2KeMO pehu Ja je Ha HeKM HAa'UUH aHAJIOIHA pPacTojamy u3Mely jBe Tadke
y Eykmuackom mpoctopy, camo mmro je CTP nedunucana y npocropy MunHKOBCKOr e je

pacrojare u3Mely jBe Tauke JaTO Kao:
ds® = n,,dzdz” (2.3)

Martpuna 7, ce 30Be MeTPUYKHU TeH30p IpocTopa MuHKOBCKOT 1 Jedunucana je Ha ciejiehn
1

Ha4YUH" .
100 0
1o 100
=10 01 0
0 00 1

ok 3a mHIekce Baxu p,v € {t,x,y,z}. Y ommrem ciaydajy, y 3aKpUB/EHOM IPOCTOPY Ca

IIPOW3BOJBHUM KOODJMHATAMa pacTojame n3Mely /1Be Tadke ce padyHa Kao:

ds® = g, dxtdx” (2.4)

lnpeu wian oBe MaTpune 6u Tpebaso ma 6yae —c? amu pamumo y OTP cucreMy jequnuma rie je 3a 6p3umy

CBETJIOCTH y3€eTa BPEJTHOCT ¢ = 1



I'11e ce Besmauna g, 30B€ METPUYKH TEH30D U OIIHCY]je IPOCTOP Y KOM Ce HaJIa31MO, FeHePaJTHO
je dyHKIHTja 10JI0kKaja y IIPOCTOPY U Y N-INMEH3MOHAJIHOM IIPOCTOPY MMa N2 KOMIIOHEHTH
2. Ilurame Koje ce caja namelie jecTe Kako Jla ITOMONy JaTe MeTPUKE OJPEIUMO IMyTarby 10

K0joj ce kpehe TeJio.

2.3 T'eone3mjcke jeqHaUMHE

[Ipe Hero 1mTo 0JIroBOPUMO Ha OBO IMHUTAIE, TOTPEOHO je YOUIITUTH KOHIENT COICTBEHOT
BpeMena ca KojuM cmo ce yrnozHasm y CTP. Comncreeno Bpeme hemo padynatu 1o dpopmysin
T = fg v/ —ds? (MmuHyc u3 passora mto je ds < 0 3a cBe y3podHO-TIOCIeu4aHe jgorahaje), e o
IpeJICTaB/ba apaMeTap KPUBe 1Mo K0joj MepuMo corctBeHo Bpeme. Cajia MoKeMOo (hopMaIn3o-
BATHU KOHIIENIT Te0jIe3UKa CrlioMenyT panuje. Hanme mozke ce nmokasaru [1] ga je reonesnk Kpu-
Ba KOja MAaKCHMM3Yje COICTBEHO BpeMme. Y KJIACHYIHOj MeXaHWIHM ITPOOJIEM eKCTPEMU30Babha
nHTerpasa obymka S = ftib L(x®, (z*))dt, pemasa ce kopumhermem Ojep-Jlarpan:koBux jeji-

Ha4YnHa:

d s OL 0L

dt \ Qx> oxr®

AKoO ymopeauMo 0BO €a HaIIuM IPoOJIeMOM MOxKeMo upjerudgukosaTu S ca 7, t ca 0 U aKo
) _ g dxh dxv a (o —

HarmnIeMo \/ —ds? Kao y/ — g, > G do MoxKeMo ra ymopenutn ca L(z®, (2*)), ma Baxu L =

V _guV(xa)JE“l:y~

ITouehemo ca pacrucuBarbeM JieBe crpaHe jeJHadune 2.5 (IPUMETHMO J1a ¢, HE 3aBHCH Of

T):

oL 0 . 1 : )
o= o\ G (20) Y = — e | 0 O+ g, TR, 2.6
8x0‘ 8x0‘ gM (l’ )ZE x 2 —gm,l‘“l‘y [gu a‘r + gM 4y [e% ( )

4 . h ah 0, # p S TI

IIOC/IE/IELEM KODaKy je MCKOPHUIILEH NJIeHTUTET 9o = = 0¥, Ilpumernmo 1a
l,a=u

n3pa3 MOXKEMO I10jeJIHOCTABUTH 3aTO IIITO je KOPeH y MMEHHOIly pa3joMKa jegHak L. Jemna

oz mociaeauna AjHIITajHOBE HOTAIMje jecTe Ja BayKM (04 = (au, CBOJCTBO KOje ce 30Be

cnymrame nHjaekca . [Ipuvemyjyhn oBo Ha jennaunny 2.6 mobujamo:

1
2L

. . 1 .
[gaul"/ + gua$u} = _Egual'u (27)

[ne je y mociesitbeM KOpaky MCKOPUIINEHO TO Ja Cy 4 U UV HE3ABUCHU UHJEKCH I1a C€ MOI'Y

npenmenoBatu (v — p). [lorpebHo je jorr pacrtmcarn mecHy crpany 2.5:

oL 0

= — 1 _ag‘“’ MV
or® Oz~

— g ()i = ~57 Bga U (2.8)

n(n+1)
2

2

3aIpaBO METPUYKU TEH30D je CUMeTPUYaH ¢y, = g, 1a IMa HE3aBUCHUX KOMIIOHEHTH



Axko ybamumo 2.7 u 2.8 y 2.5 mobujamo:

=0 (2.9)

d ( dm“) B 1 dzt dx¥
2 G do do

do \”"" do
Jennaunna 2.9 je jegan o0/inK reofge3mjcke jeJHAUWHE U jeJHA je O/ BaXKHUjUX, KAKO 34
oaj paja, tako u 3a OTP yommre. [Tapamerap ¢ je ckajmapam mapamerap KapaKTepPUCTHU-
JaH 3a ojpeheny KpUBY, TAKO Ja OH MOXKE OMTH U CaMO COIICTBEHO BPEM€ T TaKO Ja BarKu

CKBHBaJICHTaA je;LHatha:

—0 (2.10)

() 1y, i
2 O‘gwdT dr

ar 9o g

2.4 IlIBapunmjigoBa MeTPUKa

CaJia KaJi CMO U3BEJIM T'€O/Ie3WjCKY jeJHAUINHY, TOTPEOHO HAM je Jla YBUJIUMO KaKo ce
OHa KOPHUCTHU IIpH oipehuBamy jeaHadnHa Kperama Teja. Kao mrTo je Beh pedeno panuje,
3a jeJHaYMHE KpeTama Tejla IMoTpedHa HaM je MeTpuka Ipoctopa. I[Iurtame Halaxkema MeT-
pUKe je 030M/baH M TeXKakK 3ajlaTaK, Tako Ja HeheMo 3aja3uTu y JieTa/be, OBJle heMo camo
HaBECTU MPUMeD jeJIHe TakBe MeTpuke. Vcropumjckm, mpBa MeTpuKa Koja je OTKpUBEHA jecTe
[Isapumuagosa. Otkpuo jy je Kapu sapmmuag 1916. rogune u npejicraBiba periemne AjH-
MITAjHOBUX jeTHAYNHA Y BaKyyMy y OJTM3UHU c(HPEHO-CUMETPUIHOI MacUBHOT Tesa. MeTpuka

je mara Ha cienehm HATIUH:

—1
ds® = —<1 - %)dt? + (1 - %) dr® +r2d6* + 1*sin*0d¢’ (2.11)

N je ekBUBAJIEHTHO MOXKEMO 3alHcaT y OOJUKY MaTpHIIE:

(1) 0 0 0 |
-1
1)
o 0 ( : 0 0
0 0 P20
0 0 0 r2sin20_

Bumumo ma [IBparmuimoBa MeTpuKa nMa caMo 4 He3aBUCHE KOMIIOHEHTE U Ja je JIijaroHaJl-
Ha, Kao ¥ Jia He 3aBUCH OJ] BpEMEHCKe KOOp/InHaTe, CBOjcTBa Koja he outu butHa Kacuuje. [Ipe
HEro IITO HACTABUMO JIa/be BPEIH IPOKOMEHTAPUCATH OCOOMHE OBE METPHKE. YOUUMO IIPBO

Jla MeTpUKa jako 1ojiceha Ha METPUKY paBHOI IIPOCTOPa y cHEePHUM KOODIMHATAMA:

ds? = —dt* + dr? + r*d6? + r*sin*0do?



36or Tora kaxkemo ja je [IBapriumnuiaosa Mmerpuka chpepHo-cumerpudHa. Bugnmo takohe m1a
KaKO " — 00 METPHUKAa TeXKHU OHOj KOja 0JIroBapa paBHOM IIPOCTOpPY. /laKk/ie ”HTYUTHBHO BH -
MO JIa je OBa MEeTpHKa JIobap KaHIUIAT 3a OIUCUBAILE ITPOCTOPA U3BAH C(PEPHO-CUMETPUIHOT
tena. Yran rg y 2.11 ce 3oe HBapimuiioB pajujyc u uMa BpeaHocT ry = 2G M u 3nadajan
je m3 pazJjiora MTO KaJa je r < s 3HAKOBU HCIIPeJ] KOOp/IMHATa t U I 3aMeHe MecTa, JPyTuM
pednMa, IIPOCTOPHA KOOpJIMHATa I0CTaje BpeMeHCKa 1 oOpHyTo. Kako 3HaMO jila y 0OMYIHOM
PaABHOM IIPOCTOPY, TEJIO HEe MOXKE JIa MUPYje Y BpEMEHY, TAKO Ce UCIIOCTaB/ba JIa TEJIO He MOYKE
Ja mupyje y npocropy yuytap [IBapmmminosor pajamjyca. [IBaprmminos pagujyc ce jorr
30B€ M XOPHU3OHT Jsiorahaja m3 pasjora IITO CBAKO TEJO Koje mpehe Ty rpaHuily, HEMUHOBHO
zaBpm y Tadku r = (0, 6amr 3aTo mTo He MOXKe Jla MHUpYje y mpoctopy. lakiae Xopu3oHT
norabhaja mpescTaB/ba IPAHUIY W3 KOje HU jeJIHO TeI0 He MOxKe ja moberre. Ako caja cpa-
qyHamo BpejHocTH [IIBapIumnmmiioBor pajmjyca 3a MO3HATE 3Be3Jie U ILIaHeTe BHujaehemMo Jia
je MHOTO Mamu oJ BbuxoBor npednnka (3a Cynie 1.48km << R, = 700000km, 3a 3emby
4.55mm << R, = 6380km) mro 3naum ja He 6u Tpebaso Ja omarKaMo XOpu30HT joraljaja
KOJI 1hux, nomro [IBapimminoBa MeTpuKka OIKCyje NpOCTOP-BpeMe U3BaH 00jeKTa a He yHY-
Tap Iera u 3ancTa ra He onaxkamo. Mmak, mocroje Tea Ko KOjux je XOpu30HT jorahaja n3san
IbUXOBOT TIPEYHUKA U Ta Teja 30BeMo uypre pyne. OHa cy HAM 3HAYajHA MOIITO MPEICTABIbBAjY
OI'POMHO OJICTyTIakhe KJIaCHIHe Teopuje rpaBurtaimje (koja ux yomre He npeasuba) ox OTP.
Ha mwuxope ocobune hemo ce Bparutu y ciejehem morabiby.

Cajia cMO CIIpeMHE 8 OJIpeJINMO jeHadnHe KpeTama Tejia y3 moMoh jegHaqdnza 2.10 u

2.11. 3amenumo y jemnauunny 2.10 p — t:

d dxt 1 dx* dx¥
E(gt“ﬁ> ~ oI
[Ipumerumo J1a je apyru cabupax jegHaK HYJIH 3aTO MITO, KaKo je Beh HalmoMeHyTo, MeTpuKa
He 3aBUCH OJT BpEMEHCKe KOOp/IMHATE.

d dx* dz#

E(ng) =0 = Gy = const.

Kako je merpuka jujaroHaJiHa jeJIMHA HEHYJITH cabUpaK y TOPHOj jeIHAYUHU jecTe gy Ia he

BaKUTH:

2G M\ dt
<1 - )E = const. = e (2.12)
CmaHO, aKo 3aMEHUMO [ — ¢:
d
g¢¢d—f = r23m29d—f = const. = |

3

JeJIHOCTaBHUM apryMeHTOM® KOJU CJIeJIM U3 CUMETPHUje ITPOCTOPa MOYKEMO 3aKJ/bYUIUTH JIa je

3TlocMaTpajMo TeIo ca MOYeTHOM OP3MHOM UHjH BEKTOD JIEXKH Y HEKOj paBHH. Kako je mpocrop cdepHo
CUMEeTpUYaH He TOCTOjU PA3JIOr 3a CJIODOIHO Teso Ja mpedepupa jeIHy Win APYTy CTPAHY IOJyIPOCTOPA

OT'PAHUYIEHOT O] CTPaHe PaBHM y K0joj ce Kpehe, JaKje 3ayBeK Ne OCTaTh y MOYeTHO] PABHHU.



CBEjeJIHO KOjy BPEJIHOCT y3MeMO 3a yraoHy KoopauHatry f ma hemo y3eru oHy Koja HAM HajBU-

. . 0 . .
1ie 1noje/HoCcTaB/byje pauyH a To je § = 7. Tako jJia ropma jejHaulHa 1ocTaje:

d¢
= =1 (2.13)
dr
MozkeMo 3aMEHUTH U (i — T CJMIHO Kao IITO CMO ypaJuian u ca t u ¢ melyrum padyn ou
0610 KOMILJIMKOBAH, 3aTO IITO CBE KOMIIOHEHTE METPUKE 3aBUCE O]l T, IIOI'OTOBO KOJI KOMILIHU-

KOBaHHUjUX METPHKa Koje heMo BHEeTH KacHuje. Y MEeCTO TOra MCKOPUCTHNEMO WHIETUTEeT:

u-u=guuv =-1u" = (2.14)

dr
rJie je U 4eTBOPOBEKTOD Op3uHe Tesia, KOHIENT Koju ce y oapehenom obymmky obpalyje n Ha

penosnoj Hactapu?. [Tpumemyjyhu 2.14 Ha Halry MeTpuKy J106HjaMo:

() ) ) () e

Ha ocroBy mpeTxomnnx aprymeHara nMaMo Ja je % = () ma je 1eo Tpehu wiaH jegHAK HYJIH.

Kopucrehu 2.12 u 2.13 u nocse cpehusama jgo06mjamo:

sl

1 L/dr\2 GM 2 GMP
(r)—G GME _ (2.16)

— 2 — —_ = —
2(6 b dr

2 r 272 73

OBaj 00IMK jeHAYNHE je TMOrOJaH 3aTO IMITO T'a MOXKEMO YHODPEIUTH €& MCTOM jeIHATHHOM

caMoO y KJIACUYHO] MeXaHUIIN:

- 1sdrN\2 GM 2
E :—(—) ST 2.17
Mo\ r 2r2 (2.17)
2 2
Buaumo ma wmanm %(g—:) n3 jeqHadnHe 2.16 MOXKeMO TOUCTOBETUTH Ca TJIaHOM %(%) u3
jemnaumne 2.17, rje oH mpejcTaB/ba KUHETUYIKY €HEPrujy 1o jeuauim Mace. Takohe, octatax

. . 2 .
jennadmne 2.17 nmuam Ha octarak 2.16 ca U3y3eTKOM jeHOT YjIaHa —G%l . Kako y EbyTHoBoj

dusnny TH YIAHOBU UTPAjy YJIOTY MOTEHIHjaa, TAKO heMo 1 ocTaTak jegaHaqnie 2.16 HazpaTu
edekTUBHUM TIOTEHIja/ oM. Tpeba HANIOMEHYTH Jla Cy OBE aHAJIOTHje YIUCTO MaTeMaTUdKe U

Jla UX He Tpeda MPOIUPUBATU U3BaH TOT OKBUpa. Jejnaduny 2.16 caja MOXKEMO IIpernucaTu

y OOJIIKY:
E=K+ Veff
— 1rdr\2
K=—-(— 2.1
2 (dT) (2.18)
7 _GM 12 B GMI?
erf = r 2r2 r3

4pumre o werBopoBeKTOPY Gp3mHE Yy JA0AATKY A

10



Axo cajia mornegamo cauky 2.1 e cy ynopehenn Hbyraos u [lIBapmmuiios morenmjat
BUJIUMO JIa C€ CJIUYHO IOHAINAjy MPU BEJUKUM BPEJIHOCTHMA 7', 3aTO HE OIaXKaMO BeJIUKa
ojicTymarma FbyTHOBe Teopuje o] eKcliepuMeHTAJHAX ojlaTaka Ha HuBOy CyHYEBOI' CHCTEeMA.
MebyTum nociemu wian y V,pp IpaBi OPPOMHY PasjiuKy Kako r — 0, Tako jia yMecTo Ja

HOTGHHI/IjaJI TEeZKH1 HOBI/ITI/IBHOj OH TE2KHN HeI‘aTI/IBHOj OECKOHAYHOCTH.

IMTeapmmAII0B CIy4Iaj IbyTHOB cay4aj
"Enepraja" "Enepraja"
A 2 2 A 2
= __ GM - GMQ 5 __GM (
V(f) = r + 2]‘2 i‘3 \/V\;‘(r) = —f’ + 2}’2
5 -

b=
b3

A Y Ew A 2
[\ Jr=dg A =H{4)
> > r

‘/</_ = ‘f/»-—"_'\-—
GM JOMHHHPA 32 BeJTHKO GM TOMHHHPA 33
BEJIHKO ¥
2

ror r
. (0
% JAOMHHHPA 32 MaJI0 F 2r
-

5 AOMHHHPpA 33 MaJI0 F

Chuka 2.1: [Topehemwe [IBapmmmigosor u EbyTHoBOr 1oreniujaia

Ca oBux rpaduka MOKEMO 3aK/byIUTH BUIIE CTBAPH:
e 3a F > 0 mmamo Hesesane opbute (y IbyTHoBOM cirydajy To cy xumep6o.ie)
e 3a F < 0 mmamo Besane opbute (y FbyTHoBoM ciyuajy To cy esmmce)
o Kaja je % = 0 moryhe cy KpyKHe opbuTe
Mebytum y HIBapmmmigoBom cirydajy uMaMo oI JIOMaTHUX MOTYhHOCTH:
e Kao mro je Beh peueno 3a r — 0, V, #f TeKH OECKOHATHOCTH
e 3a J0BOJBHO BesKO £ mocToje opbute Koje 3aspmasajy y r = 0 n
e [locToju u crabuiiHa U HecTaOUIHA KPYZKHA OpOUTa

Jennaunna 2.16 3ajeano ca 2.12 m 2.13 npejcraBiba jeJHAUUHY KpeTarma Tesa KOjy caja
MozKeMo peruT. MehyTum He OCTOjU je THUCTBEH HaYUH 3a pelllaBaibe jeJIHaInHa KpeTarmba
Tako Jia ce Hehemo dokycuparu Ha pemabaibe 2.16 jep Ham Hehe nmomohu y jrasbem paJry.
Pemteme jennaunne 2.16 je objacHmio aHoMasnjy Kojy Cy acTpoHOMHU youmyin y 19. Beky
a To je mperniecuja nepuxena Mepkypa. Haume o Ebyrnosoj Teopuju nianere 6u Tpedaso ja
ce kpehy 1o crabuaauM opburtama, unak 3a opouty Mepkypa je youeno ma porupa. Cse 10

1ojaBe OBOT pelema cmaTpasio ce ja usMely Cynra m Mepkypa mocroju jour jegna miaHeTa
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U TO IITO je AjHINTAjH II0KA3a0 14 Ce eKCIEePUMEHTAJHH IIOJAlld CABPIIEHO IIOKJIAIajy Ca
EIOBOM TEOPHjOM, ITPEJICTABBAJIO je jeiHy oJ1 mpBux Bejukux morspgaa OTP-a.

Caza hemo cratu ca gapoMm juckycujom o OTP y derupu numensuje u y ciegehem
MOrJIaB/by hemo ce mo3abaBuTu ca meHuM ocHoBaMma y 3JI. OcBpHEUMO ce jorr jeaHoMm HA
oHO MmTO je ypal)eHo y oBOM rmoryiaB/by, jep he mam Outm 3Hadajuo Kacuuje. 3Besm cmo
reo0JIe3NjCKY jeJIHAYMHY U3 JIe(PUHUIII]E Te0/Ie3NKa, 3aTUM CMO Y UCTY TY jeJIHAaYUHY YOI
[MIBapimuimoBy MeTpuky u Kopuctehu mugerurer u-u = —1 g00MIn jeHaAIMHY KpeTarba
tesa. [lomohy rpaduka 3ak/bydum cMO HEIITO O opOMUTaMa Tejla U BUJEIU Jia METOJl 3a

peraBaime jeJHaYnHa KpeTaba HUje jeIMHCTREH.
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I'taBa 3

3/1 rpaButanuja u bT3 npaa pymna

3.1 3/1 rpaBuTaIja

Y yBOJly MO Ce JIOTaKJIU IpUYe 0 HecrojuBocTu KBanTHe Mexanuke ca OTP-om, a cama
hemo u maBectu passiore. Moxk/1a u pBa craBka Koja ce Hamehe jecTe pasjinyuuT IOTJIE]] OBE
nBe Teopuje Ha Koument Bpemena. Hamme, y OTP Bpeme yuecTByje akTUBHO y JMHAMUIN
Tesia Uy OOJMKOBamy pocTopa (To 1 jecre jeHa o1 riaaBHUX ojmKa oe Teopuje u CTP-a),
JIOK Ce BpeMe y KBaHTHOj MeXaHUIN ITOHAaIIa Kao 033/ IMHCKN ITapaMeTap, CJIUYHO BPEMEHY Y
KJIACUYHO]j (hU3UIH.

Jlpyra, mame oumryiegHa pasiuka, jecre maBapujanTHocT OTP-a mHa Tpancdopmarmje
KOOP/IMHATA, HACYIPOT KBAHTHOj MEXaHUIIM KOja 3aXTeBa CTATUYKY IMO33/JUHYy U HEMa, Ty
0COOMHY WHBAPUjaHTHOCTU.

Tpeha u jeana o HajBaxkHUjUX pas3JinKa jecte HepeHopmasnmsadbuiraoct OTP-a. Penop-
MaIn3abMIHOCT, YKPATKO, IIPEJICTaB/ha HA3 TeXHUKA Jia ce "'cpejie' OeCKOHAYHOCTH Y Teopuju
(3a merasbe |2]) u KopuCcTH ce cTasHO y KBaHTHO] Mexauuim. Mehyrum nokaszano je ma OTP
HUje TOJJI0YKHA PEHOPMAJIN3AIA)U Te je HeloJ00Ha 3a MpoyvyaBame KBAHTHIX edeKaTa.

Ca oBuM Ha yMy, BUJINMO Jla KBAaHTOBarh€ IT'PaBUTAIlUje HUje JIAK 33/aTaK U Jia 3aXTeBa
HoBy Teopujy. lIpuponno je norpaxkurtu nojegnocrasberba OTP-a u nokymaru crnajame ca
KBAHTHOM MEXaHUKOM y TOM, YUCTO TEOPHUjCKOM, 0O/IMKY. Tema oBOr paja jecre jeJIHO TAKBO
1ojeTHOCTaB/bebe Tj. pazmarpame OTP-a y 3 ntumensuje, qBe MpocTOpHE U jeTHO] BPEMEHCKO)].

WcnocraBuiio ce j1a je oBakaB IPUCTYT jaKO ITOTOJIAH U Jla YHOCH MHOTA I10j€THOCTaBI/bEbha,
0 KOjUMa He MOXKEMO Ca/Jia IPUYIaTU jep 3aXTeBajy yBoherbe HOBUX, HAIIPEIHUX TojMoBa. Nnak,
Bpe/in uctahu Heke oJ1 0cOOMHA OBe TEOpHje: PadyH ce 3HATHO I10jeHOCTAB/bY]e; Y BaKyyMy
IpoCTOD je paBaH (3a pasiuky ox 4/1 ciaydaja Kaga y BaKyyMy MOXKEMO HMATH M'DaBUTAIIOHE
Tajace u CJ1.); y BaKyyMy He MOCTOjU JMHAMUKA; Teopuja Hema jgobap HbyTHOB JmMec; Teo-
puja nocrtaje peHopMmasm3oBata. [loceama o1 oBUX ocobuHa je jako 3HadajHa Kaja JI0JIa3H

JIO Cllajarbe OBe Teopuje ca KBAHTHOM MexaHukoMm. MelyTum, cBe yKyIIHO, YUHU Ce JIa Teopuja
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NMa BUIIE HEraTUBHUX CTpaHa HEro IIOSUTHUBHUX, YMHU CE JIa je TpI/IBI/Ija.HHa 1 9uibeHUIla Ja
Hema HbyTHOM JimMmec je obecxpabpyjyha 3aro mTo TO 3HaYU Ja hemo jgodujaru pa3jimdanTa
perterba o7, oHuX y 4/ caydajy. Moxkna m3 oBux passora je nporuio 30 roguHa oJ1 TPBOT

pasmatpama 3/ rpaButanuje 1963. roaune, /10 030M/BHAJUX pa3MaTpaiba UCTE.

3.2 BT3 upna pyna

[Ipekpernuna nacraje 1992. kaja cy tpojuria ayropa, bananoc (Banados), Tejrentojm
(Teitelboim) u Sanesnu (Zaneli) HaIM perierse 3a MpHY pyIly, Koje je HazBano BT3 mo muma
[3]. OBo perretse je oMax mOCTaIoO MPeMET OMIIUPHIX HCTPAKUBAHA U JI0 JIAHAC je OBO je/TH-
Ha pellleHa KBaHTHa IpHa pyna. Ha masbe hemo BujeTn KakBe ocoOuHe OHA JIeJIN Ca PeaTHOM
4]1 mpHOM PYIIOM, KOje Cy jako OuTHe y OyayhuM HacTojarbuMa Jia ce KBaTHYje ITPaBUTAIIH]A.
360r 3HAYAjHOCTH OBOT PeIieiha, KOPUCHO je UCIUTATU HerOBY CTPYKTYPY T'€0/Ie3UKa, Tj. Iy-
Tama CJI0DOJHUX Tejia, Kao mTo je paheno 3a [IIBapmmmiioBy npHy pyily, IITo heMo cajga u
YPaIUTH.

Kao mro cmo Buzenn y JpyroMm morjaBiby, Ja OU Pelrmim reoje3njcKe jeHatdnHe mo-

TpebHa HaM je MeTpuKa rpoctopa. Merpuka BT3 npue pyne je gara ca [4] 1:

ds® = —N?dt* + N~2dr® + r*(N®dt + dg)”

2 2

2 _ _ rod
N*=-M+ 2 +4T2 (3.1)

J

N? = - =

2r2

['ne xoncrante M u J nipejictaB/bajy Macy M aHT'yJIapHA MOMEHT IIPHE PYIIe, PEJIOM, & BesIu-
qnHa | je nedunncana kao A = —%22.
Omo 1mTo HaM o/iMax TocTaje jacHo, jecte To ja dyukmuja N HecTaje 3a JiBe BPEIHOCTH

KOOp/IMHATE T KOja Cy pelllebe KBaJIpaTHe e HadnHe:

144/1— (55

Ml)
]

re = ZM%[ (3.2)

[Ipumehyjemo oBie caumunocT ca IIBapnmuiioBoM IIPHOM PYIIOM KOJ KOje Takohe mocToju
ojipehena BpeIHOCT KOOpAMHATE 1 IPU KO0joj PYHKIUja Y3 KOOpAUHATE 1 U t IocTaje jeTHaKa

uyau. OBO Hac yBepaBa Jia JIaTO PeIlee 3aucTa IpejcraB/ba IpHY pyiy. Caia mpaTumo

lxao u xox IIBapimmiioBe MeTpuKe, HeleMo YIA3HTH y JeTa/be HeHOT HAJIarKerha

2A je KOHCTaHTa, TTO3HATA KAO KOCMOJIOIIKA KOHCTAHTA U MMa, Be3e Ca HAYMHOM HA KOJH Ce HAIl YHUBEP3YyM
mupu. 4]1 rpaBuranujy je moryhe medbunucatu 6e3 me, HOK Cy cBa pernera y 31 rpaBuTanujun TpuBHjaHA

axo craBuMo A = (. Buire o KOCMOJIOINTKOj KOHCTAHTH ¥ HAYUHY Ha KOjU YyTHYE HA KOCMOJIOTHjY MOXKe ce Hahn

y [1
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MOCTYTAK jako cymdan onoM y 4/1 cydajy 3a jroaxKeme J10 je/IHaunHa KpeTaba. KoMonenrte

MeTPHYKOl TeH30pa cy (OH caja nMa 9 KOMIIOHEHTH jep PaJUMO y 3 JAUMeH3uje):

M-% 0 -2
Guw = 0 w= 0 (3.3)
-2 0 r?
Kana y 2.9 3amennmo o — t jobujamo:
dz*

gw% = const.

Y ropmoj jeHauMHI UMaMO JIBa HEHYJITa CaOUPKa Gy U §ip 1A j€ MOKEMO PACIIMCATU KAo:

(-3 7))+ 4(20) -5 o0

['ne je E camo o3HaKa 3a KOHCTAHTY M Y OBOM CJIydajy HEMa Be3e ca eHeprujom teja. Jlame,

aKO 3aMEHUMO v — ¢:
dz* ;
Jou—— = const.
ou dO'

W canuno kao 3a t ©uMaMo JABE€ HEHYJIT€ KOMIIOHECHTE!:

do J s dt
2022y 2 (Z2) = L 3.5
" (da) 2 (da) (3.5)
Paman nakmrer padyna yBoaumo ciefeha peckaImpambas

r I N
INM VM V1 IM

Kopucrehn jenmaunne 3.4 u 3.5 1ako 101a3uMo 10 cieehnx m3pasza 3a t n (b3 (karmurie M3HA

b=¢VM f=""t 6=

P =

BesinanHa HelieMo [caT, Ha Ja/be ce Mojipa3yMeBajy):

Er?—1JL
’/’2N2
L(r*—1)+iJE

6= 12 N2 (3.6)

Cnenehn kopax jecte jta ogapeaumo 17, mehytnm, kao u y 4/1 ciydajy, mpepurine KOMIIOHEHTH
METPUYKOT TEH30Pa 3aBUCH OJ 7 Jia OM KOPUCTWIN jegHaqduny 2.9, ma hemo ymecto Tora
uckopuctu 2.15 amu y ommrujem o6auKy u - u = —m? rje je m = 1 3a MacusHa, a m = 0 3a

b6e3macena tesna. Hakon cpehuBama mo0mjamo:

m2 J2

22 = —m?rt 2 (m? + B* — L) + [* — JEL — (3.7)

3rauKa W3HAJ BeIMYMHA O3HAYABA M3BOJ 110 HAPAMETDY O
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JemHaunny 3.7 MOYXKEMO JIAKO PEIIUTU pa3/iBajalbeM ITPOMEH/bUBUX U MHTErPAIUjOM Ha CJie-

nehy HAYWH:

d
/ do = / L (3.8)
\/—m2r2 +a+ r%

a=FE?>+L?+m?

m?2J?

B=1L1%—JEL—

YV 3aBUCHOCTH O] TapaMeTapa «, [ u m A00ujaMo pa3IndnuTa pelrrema:

1. Beamacene gectuiie m = 0

a(o—ao)—g, ako a#£0 u [f#0
1*(0) = § 2/B(0c —00), axo a=0 u B#0 (3.9)

const., ako a=0 u (=0

2. Macusue m =1

(o) = %[a + ysin(2(o — 09))] v=Va*+48 (3.10)

N3 jenmnaumna 3.9 MokeMO YOUUTH I1ap 3aHUMJ/BUBUX pe3y/iTaTa: be3maceHna Teja MOry y
CBa TpHW CJIydaja Jia moberHy u3 IpHe pyme (7 Hije OrPaHHYeHO OJI03T0) U jOIl 3aHUMIbUBHje
BUIMMO J1a Kayta je « = 0 m 8 = 0 mocToje Kpy»KHe opOuTe 3a MPOM3BO/baH MOIYIIPETHUK
nyrame. OBo ce jemasa Kaja Baxku E2 = L? u |J| = 1, ciiydaj Koju ce 30Be eKCmpemna upha
pYna.

Y ciaydajy TeJia ca HEHYJITOM MacOM, BUJIUMO JIOCTa Jipyraduje moHamnarme. Hamme pa-
JUjyc Ha KOje TeJIo MOXKe Jla ce OJaJbU OJl TIPHEe PyIe je yBeK OTpaHWYeH OJI03T0, JIaKJIe,
MacuBHa Tesia He Mory nobehu u3 npue pyne. Mehyrum ako je o > |y| mocroju u joma rpa-
HUIIA 32 pajujyc Koja je Beha oj1 HyJ1e, Tj. TesI0 He 3aBpiiaBa y HeHTpy 1pHe pyiie. [Iperxonu
ycsioB ce ceoju Ha v > 0 m 5 < 0, a Kako je 3a [ < 0 nmorpebHo na |J| # 0, To 3Ha4m ma y
CTATUYKO] PYIU CBAa MAaCHUBHA TeJjia 3aBPIIaBajy y IEHTPY IIpHE pyIIe.

Jorr jes1an HAUMH 2 NCIUTaMO KpPeTarbe TeJla jecTe Ja MOrJIeIaMo oHaITame e(heKTUBHOT
MOTEHIIMjaa. YOUNMO Jia je 3.7 KBaJIpaTHa jeJHadYnHa 10 [ Tako Jia je MOXKeMO IpernucaTh
y ciesiehem 06Ky

i = (E -V

o) (B = Vigg) (3.11)

e je:

b= k(2 ) — ) (12 4 ) (3.12)
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3.3 Pesyararu

['pacdunu edexkTuBHOr TOTEHIUjaIa 3a Oe3macena u MacuBHa Tena u J = 0 jarum cy
Ha cankama 3.1 u 3.2. 3a 6e3Macena Teja UMaMoO Jia MOTY OCTATH 3apo0/beHa y I[PHO] pyIu
ako Baxku F < L, a y cyIpoTHOM MOry Ja IODErHYy U3 IbeHOr 1oJba. KpyzkHe opbute He
nocroje ocum y ciay4dajy M = 0 Kajia, Kako je paHuje HallOMEHYTO, IIOCTOje U TO IIPOU3BOJHHOT

ITOJIYIIPCYHUKA.

3.5

05T

Cnuxka 3.1: Bpemnoct V;JE 38 pasymdure BpegHocTa r i M
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Chnuka 3.2: Bpemanoct V;]Cf 3a, pazjianTe BpegHoctu r u M

Kon macuBHEX Tejla mMaMO JIpyradujy CUTYaIlUjy, BUJIUMO Ja 3a OWJIO KOjy BPEIHOCT
eHepruje Teja, OHa 3aBpIIaBajy y IEHTpY IpHe pyile. Paszjor 3a To jecTe Koca acUMIITOTA
Y = r ¥ HENOCTOjarbe JIOKAJTHOr MuHUMYyMa. Ko 6e3maceHnx Tejia CMO UMAJIH XOPU30HTAJTHY
acuMIToTy Yy = L 1ma cy Teja ca eHeprujom Behom oa L Moria ga mobermy.

Porupajyhu ciryuaj ce e paziukyje myHo 1o ocobmHaMa myTamba o1 ctaruakor. Ca rpa-
duka 3.3 n 3.4 BuAMMO /18 OreT y 6e3MaceHOM CJIydajy IMaMO XOPU30HTAJIHY aCUMIITOTY, Kao
U Jla y poraruonoM mmamo kKocy. OBo 3Haum Jia oner camo 6e3macena Teja MOry nodehu ms

1I0Jba I[PHE pYIIE.
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Cnuxa 3.3: Bpegnocr V. 5y 3a pagnuaunre Bpegaoctu r u My porupajyhem ciaydajy (ucrpe-

KUJaHe JINHUje TIPeJICTaB/bajy acUuMIITOTE)

10

Veﬁ
o

Cnuxka 3.4: Bpeguoct V,py 3a pasiuuure Bpeanocru r u My porupajyhem cirydajy (uctpe-

KHJIaHe JIMHUje TPeJICTaB/bajy aCHMIITOTE)
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3a MoTIyHHjy aHaIN3y TpajeKTopHrja IMOTpedHa Cy HaM er3akTHa pellermha jeJHadnHa 3.6,
KOja ce 3a Pa3jnKy o 3.7, He MOT'Y DEIIUTH TOJUKO jeTHOCTABHO (EHUXOBO PEIIABAE Ce OIeT
CBOJIM Ha WHTerparjy, Mmehyrum jocra KoMmiuiekcHuje dbyHkimje). 360r Tora ¢y caMo jara

pemema 'y ,B;O,ZL&TKy B, a OBle hemo IIpeacTaBUTU HEKE O/ KapaKTEPUCTUYIHUX ITIyTalba TeJla.

Cnuka 3.5: TpajekTopuja Ge3maceHoOr Teja y CTATHYKOM Caydajy (npBeHa juauja L > K|

Kyrta L < F; ucnpekujana miasa je Kpyr MOJyIPEIHUKA Iy )
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Cruka 3.6: Tpajekropuja MACHBHOI TeJla y CTATHYKOM CJIydajy (MCIpeKkujaHa IiaBa KpUBa
je KpyT TOJIyIIPEeIHUKA T )

Ca cimke 3.5 ce Buam jma npu Behoj BpemHocTn mapamerpa FE myrama Teia je "uc-

npassbennja" mero y ciaydajy kaza je L > FE. Takohe moxkemMo npumeruTu Ja He MOCTOjU

HaIJIa IPOMEHA y MyTalbH TP TIpesiasy XOPH30HTa 1y 3a 00a Tesa (MOJYIpEeTHUK 7' HUje
yupTaH Ha rpaduKy 3aTo IITO je je[HaK HYJIH Y CTATHIKO] IIPHO] PYIIHN).
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Cmuka 3.7: Tpajekropuja macusHOr Tesa y porupajyhoj npuoj pymnu (J = —0.5; npsena u

JKyTa JIMHUja Cy PEJIOM T U T_ )

Ciuka 3.8: Tpajekropuja macuror Tejia y porupajyhoj npuoj pymu (J = +0.5; upsena u
JKyTa JIMHUja Cy PEJIOM T U T_ )

22



Cauka 3.9: Tpajexropuja 6e3macenor teja y porupajyhoj upuoj pynu (J = —0.5; upsena u

JKyTa JINHUja CYy PEJIOM Ty U T_)

Pemtesa 3a porupajyhy npny pyiy cy HEITo 3aHUMJbUBHja 300T IMOjaBe JBA XOPU30HTA
HA r, U r_. 3a MacWBHA TeJa cy jare jBe Tpajekropuje J = 0.5 u J = —0.5, 710K je 3a 6e3-
MaceHO TeJIO TpeJicTaB/beHa ImyTama 3a J = —0.5. Buaumo 5a cBe Tpu myrarbe JTUBEpPrupajy
Ha XOpHU30HTHMa (TO ce MOXKe BUJIETH M Ha OCHOBY jeanaquta y Jlomarky B), 3a pasmuky o
CTATUYKe I[PHE PyIle, Takohe ce BUM JIa Tela Membajy CMep KpeTamba IIPU IPOJIACKY KPO3 XO-
puzont. Ca cimka 3.7 u 3.9 BUIUMO IPUMETHY CJAUYHOCT y KPETamhy MacHUBHUX U Oe3MaceHnX
Tea.

3a kpaj hemo ce 0CBpHYTH Ha CJIMTHOCTH OBOTI' peliema ca 4] rpaBuTanumjom, Kako OBJe
U3BeJIEHNX TaKO M OHMX KOjUX HM3JIa3e U3 OKBHUpa OBOT paja. [IpBo, edekTuBHN NOoTEeHIIjaM
nMajy camdne ojjmke Kao y IIBapmmmimoBom ciydajy, IITO ce MOXKE BUJETH Ha CJIMKaMa
2.1, 3.1, 3.5. Tlokazano je ma BT3 mpua pymna mpeacraB/ba (pUHAIHO CTake KOJAICHPAha
matepuje [5], m To Ha ciamdYaH HauMH Kao mTO cte ce pajan y IBapmmmimoBoM ciydajy.
Amnasoruje mocroje u y OKBUpPHMa TepMOJMHAMUKE, riie je mokasano [6] na enrponuja BT3
I[pHE PyIIe 3aBUCU OJI TheHOI' 00MMa, IIITO ce caazxke ca hopMysioM 3a entporujy y 41 ciay4dajy,
rjie OHa 3aBHUCU O] MOBpIINUHE IpHe pyne. Takobhe, oBa InpHa pyia ce noBuuyje no — hair
TEOpeMH, KOja TBP/M Jla Ce I[pHa pyla MOKe Yy TOTIYHOCTH OIUCATU ca TPHU IapameTpa:
IbEHOM MAaCcOM, aHTYJapHIM MOMEHTOM WM HAeJEeKTPUCAHEM. JeHa O CAUMIHOCTU U3BEICHUX
y OBOM paJly jecTe IOCTOjalbe JIBa XOPU30HTA 3a poTHpajyhy IpHY pyIly, IIITO ce MOKJama ca

Keposom mprom pymom®

4Keposa (Kerr) mpra pymna je renepasmusamyja IIsapommiiose IpHe pyte, Tj. poTupajyha mpHa pyma y
4]1. TIpocrop u3mehy jBa xopuzoHTa HaszuBa ce eprocdepa, Koju je Takohe npucyran ko BT3 npre pyte.
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I'maBa 4

3aKJbydakK

Y oBoM pajty OaBUJIM CMO Ce MOJEPHHM TeOpHjaMa I'paBUTAIlje, OIIITOM TEOPHjOM pe-
JIATUBHOCTU U tbeHOM opmysanujom y 3 numensuje. Kako rpaguso OTP-a npesasuiasu
IITKOJICKO I'PaJInBO, Ha TOYETKY PaJia JaTe Cy OCHOBE OBE TEOpHje Kao M IOCTYIIaK U3BOherba
jeHadmHa KpeTarba TeJla ToJia3ehu o1 MeTpuke mpocropa. [aBa 3 ce 6aBu yBojom y 3/1
IDaBUTAIIN]Y, IbeHUM OCHOBHHM OCOOMHaMa Kao W MPEJHOCTHMa M MaHama Te Teopuje. Ha
caMoOM Kpajy IpeJICTAB/LEHO je jesiHo perieme y okBupy 3/1 rpasurtanuje, BT3 npna pyna.
T'oToBo nctum nocrynkom kao u 'y 4/1 cirydajy, 1omm cMo J10 jeHauYnHa KpeTamba Tejia, Koje
Cy KacHHje aHaJU3UpaHe MeToJIoM eeKTHBHOI MOTeHNujata. /lara cy u ersakTHa periema
3a TpajeKTopHje Teja, U HeKa OJT IbUX Cy IMpejicTaB/bena rpadudku. [Ipokomenrapucana je u
3HAYAJHOCT OBOT' peIllehba Y MOJIEPHUM TeophjaMa KBaTHE I'DABUTAIM]Ee, KAO U IberoBa CJIN-
noct ca 4/ rpaBuranujom. 13 cBera oBora 3aksbyuyjemo na je 3/l rpaBuranmja obsract Kojy
UTEKako Tpeba UCTPaKUTU U y 0] TOTPAXKUTH MOJIE 38 KBAHTOBaIbe I'paBUTAIIN]je, Koje je
TPEHYTHO jeJIHO O] HAjOUTHUJUX MUTaIa Y TEOPU]CKOj (DUBHUIIH.

[IIto ce Tuue camor BT3 perema mocroju map mpejjora 3a HeroBo Jlajbe UCIIUTHBAE.
Jenan je pazMarparme HaeJeKTpPUCAHe IPHE PYIIE, IMOMITO je o3HaTo Jia ce y 4/1 rpaBuTaiuju
HaeJIeKTpUcaHe IpHe pylle MOHAIajy Jpyraduje oj HeHaeJleKTpucanux. Takohe ou 6umso 3a-
HUMJBUBO UCIIUTATH JIa JIK Teja y 1moby 3/1 mpHux pylia mperecupajy Kao IITo je TO Caydaj

ca mwuxoBuM 4 /1 aHajo3uMa.
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Jlomatak A

Y penosHoj Hactapu 6p3uHa y CTP ce medunuine ncro Kao n y KIaCHIHO] MEXAHUIIN.
Nnak ucnocraBsba ce Jjia je Op3uny 00/be JleUHUCATH TPEKO COICTBEHOI BpeMeHa U = Z—f
u3 pasJjora Koje hemo cajia Bujetn. Kiracuuna TpancdopMmaliija Op3uHa U3 jeJHOT Y JAPYTH

MHepIUjaIHu cucTeM Koju ce Kpelie 6psunom S myzk x—oce:

/ vy — 3 ' Vy"Y / vy

T T Twg T

Kao mro Bumgummo Tpanchopmalmje gaTe TOPHOM jeaHadumHoMm cy HeauneapHe. Ca apyre
cTpaHe, 3a YeTBOPOBEKTOp Op3uHe jedrHNCaH ca:

dt ut
ds d |dx u®
u=—=— =
dr dr |dy uY
dz u?
Tpanchopmanuja je gara ca:

dt’ v =B 0 0] [dt v =B 0 0 ¢
u':i dz’ :i -6 v 0 0| |do _ -6 v 0 0] |u”
dr | dy dr | 0 0 1 0f |dy 0 0 1 0f |u¥
dz 0 0 0 1] [dz 0 0 0 1] [v*

Bumumo 1a je Tpancdopmariuja inneapHa U jeIHOCTaBHA, jgara JIOPEHIIOBOM MaTpPUIIOM.

13 je medunmcano Kao % r7e je V Op3uHa WHEPIUjaJIHOT CHCTeMa, aJId IOIITO CMO CTaBWJIHA Ja je ¢ = 1,

V mocraje camo 5. Takohe v = %[32
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Jlonatak b

Osgie hemo npejicTaBuTH perea jeaaqnHa 3.6 mogepeHnx y Tpu ciaydaja J = 0, [J]| < 1

n J = 1. Pajm naxmrer 3ammca yBogumo ciiejiehe dpyHkImje:

x
2Cv—m222 + Bx + C? +2C? + Bz
R(x; B; C) = vV —m2x2 + Bz + C2

f(x; B; C) = log

Pemrema cy caja jara ca:

1. J=0
6= [ B — I+ m’; ) + 6y
tz:i:%f(ﬁ—1;E2—L2—m2;E)—|—t0
2. |J] <1
_ J TR R S T S S 2
(b - i4m |:T+f(r T+7 B+7 C+) T_f(?” r_; B*J C*)] +¢0
1
t= iﬁ [mf(rQ —r2; By Cy) —r_f(r* —r%; B C,)] +to
3. J=1
_ /1 B R(z; B; C)
= i\/gJ[ﬂx, B: O)+ ==+ 40
— 1 . R R(z; B; C) 3
t_i\/;J[f(x, B: C)—T} F iy

2By = B2~ L2+ m2(1 - 20%) n Cu = s (B - 7% )
B =B~ I[?uC=\/§(F - LsgnJ)
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